
Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â ïîëÿõ Zp

1 Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè (íàïîìèíàíèå)

Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì � ýòî îïåðàöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ äåëåíèþ
÷èñåë ñ îñòàòêîì. ×òîáû ïîäåëèòü ìíîãî÷ëåí a(x) íà b(x), íóæíî íàéòè
ìíîãî÷ëåíû q(x) (íåïîëíîå ÷àñòíîå) è r(x) (îñòàòîê), ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ñîîòíîøåíèå:

a(x) = b(x)q(x) + r(x),

ïðè ýòîì ñòåïåíü îñòàòêà äîëæíà áûòü ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ: deg r(x) <
deg b(x).

Ìíîãî÷ëåíû, êàê è ÷èñëà, ìîæíî äåëèòü â ñòîëáèê. Òðàäèöèîííóþ çà-
ïèñü äåëåíèÿ ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â âèêèïåäèè â ñòàòüå ¾äåëåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ ñòîëáèêîì¿. Â ýòîì òåêñòå íàì áóäåò ïðîùå îôîðìëÿòü äåëå-
íèå èíà÷å, íî â ñâîèõ ðàáîòàõ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííóþ
çàïèñü.

Ïîäåëèì, íàïðèìåð, x4 íà x2 + 1:

x4

x4+x2 = x2(x2 + 1)

−x2

−x2−1 =−1(x2 + 1)
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Íà ïåðâîì øàãå äåëèòåëü äîìíîæåí íà x2, ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ âû÷è-
òàåòñÿ èç äåëèìîãî, îñòàåòñÿ ìíîãî÷ëåí −x2. ×òîáû ñîêðàòèòü ñ íèì, äåëè-
òåëü äîìíîæàåòñÿ íà −1, è ïîñëå âû÷èòàíèÿ îñòàåòñÿ åäèíèöà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ðàâåí åäèíèöå, à íåïîëíîå ÷àñòíîå ñîñòàâëåíî èç
ìíîæèòåëåé äëÿ äåëèòåëÿ, îíî ðàâíî x2 − 1. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

x4 = (x2 + 1)(x2 − 1) + 1.

Äðóãîé ïðèìåð, ïîäåëèì 6x4 − 7x3 + 5x2 + 3x− 1 íà 3x2 − 2x+ 3:
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6x4−7x3+5x2+3x−1

6x4−4x3+6x2 =2x2(3x2 − 2x+ 3)

−3x3 −x2+3x−1

−3x3+2x2−3x = −x(3x2 − 2x+ 3)

−3x2+6x−1

−3x2+2x−3 = −1(3x2 − 2x+ 3)

4x+2

Èòîãî, 6x4 − 7x3 + 5x2 + 3x− 1 = (3x2 − 2x+ 3)(2x2 − x− 1) + (4x+ 2).

2 Äåëåíèå â ïîëå Zp

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìíîãî÷ëåíû èìåëè â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà. Òåïåðü ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà � ýòî ïîëå
Zp. Ôàêòè÷åñêè, ýòî öåëûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ p. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êà÷å-
ñòâå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî öåëûå ÷èñëà,
ïðè÷åì ÷èñëà, ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ p, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Íàïðèìåð,
ïî ìîäóëþ 7, ìíîãî÷ëåíû x2 + 2x+ 3 è −6x2 + 16x+ 24 � ýòî îäèíàêîâûå
ìíîãî÷ëåíû.

Ïîäåëèì 3x4+5x3+x+3 íà 5x2+2x+1 â Z7, ò.å. ïî ìîäóëþ 7. Ïåðâûì
øàãîì íóæíî ïîäîáðàòü ìíîæèòåëü äëÿ äåëèòåëÿ, ÷òîáû ñîâïàëè ïåðâûå
îäíî÷ëåíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî óìíîæèòü ÷òî-òî íà 5x2, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü 3x4. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë äîìíîæàòü íóæíî íà 3

5x
2, íî ÷èñëà

3
5 ïðîñòî íåò â ïîëå Z7. Âñïîìíèì, ÷òî ìû âûïîëíÿåì âû÷èñëåíèÿ ïî ìî-
äóëþ 7, è òîãäà äîìíîæèòü ìîæíî íà 2, äåéñòâèòåëüíî, 2 × 5x2 = 10x2, à
ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî 3x2 ïî ìîäóëþ 7.

Òåïåðü ìîæåì íàïèñàòü âåñü ïðîöåññ äåëåíèÿ.
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3x4+5x3 +x+3

3x4+4x3+2x2 =2x2(5x2 + 2x+ 1)

x3+5x2 +x+3

x3+6x2+3x = 3x(5x2 + 2x+ 1)

6x2+5x+3

6x2 +x+4 = 4(5x2 + 2x+ 1)

4x+6

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà òîëüêî èç äèàïàçîíà îò 0 äî 6 (â îáùåì ñëó÷àå îò 0 äî p − 1).
Âñå ÷èñëà ïðèâîäÿòñÿ â ýòîò äèàïàçîí. Íàïðèìåð, ïðè ïåðâîì æå âû÷èòà-
íèè èç 0x2 âû÷èòàåòñÿ 2x2, è çäåñü ìîæíî áûëî áû íàïèñàòü îòâåò −2x2,
íî îí ñðàçó ïðåâðàùåí â 5x2 ïî ìîäóëþ 7. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî ïîëå Zp,
êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ñîñòîèò òîëüêî èç âîçìîæíûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p,
ïîýòîìó ÷èñëà −2 â ïîëå íå ñóùåñòâåóåò. Ìû òîëüêî ïîíèìàåì, ÷òî −2 ýòî
äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè ÷èñëà 5.

Îòâåò ïîëó÷èëñÿ ñëåäóþùèé: îñòàòîê 4x+ 6, íåïîëíîå ÷àñòíîå � 2x2 +
3x+ 4. Åãî ìîæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

3x4 + 5x3 + x+ 3 = (5x2 + 2x+ 1)(2x2 + 3x+ 4) + (4x+ 6).

Ðàâåíñòâî âåðíîå, ïîòîìó ÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ïðàâîé ÷àñòè ïî-
ëó÷àåòñÿ 10x4 + 19x3 + 28x2 + 15x+ 3, à ýòî òî æå ñàìîå ïî ìîäóëþ 7, ÷òî
è ëåâàÿ ÷àñòü.

3


